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Zusammenfassung




Zusammenfassung

Das Wortproblem einer Prisention G = (S | R) ist die Frage, ob ein Wort aus dem Alpha-
bet der Erzeuger S das neutrale Element ist. Es ist damit dem Wortproblem einer formalen
Sprache sehr dhnlich. Dieses ist die Frage, ob ein Wort eines Alphabets X in einer formalen
Sprache enthalten ist.

Das letztere Wortproblem ist in der Informatik gut erforscht. 1936 zeigte Alan Turing
in [T736], dass es Sprachen gibt, bei denen das Wortproblem unlésbar ist. Fiir diese Spra-
chen ist es nicht moglich, festzustellen, ob ein bestimmtes Wort in der Sprache enthalten ist.

Diese Tatsache wirft die Frage auf, ob man diesen Befund aus der Informatik nutzen kann,
um die Existenz einer endlich prasentierten Gruppe zu zeigen, die ein unlésbares Wortpro-
blem hat. In der folgenden Arbeit sollen die Konfigurationen und Konfigurationsiibergénge
einer Turingmaschine mit unlésbarem Halteproblem (ein zum Wortproblem &quivalentes
Problem) in einer Gruppe kodiert werden. Dabei wird die Eigenschaft des “Unlosbaren
Wortproblems“ vererbt. Wir folgen dem Paper von Stephen G. Simpson [Sim05].

Durch Bass-Serre-Theorie nach [Ser(2] schaffen wir eine Intuition fiir verwendete HNN-
Erweiterungen und deren, durch Brittons Lemma gegebene, Normalform.
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Kapitel 1

Grundlagen der geometrischen
Gruppentheorie

1.1 Freie Gruppen und Prasentationen

Wir beginnen damit, einige Grundlagen der geometrischen Gruppentheorie zu definieren.
Als erstes definieren wir die freie Gruppe. Darauf aufbauend definieren wir Gruppenprésen-
tationen, eine méchtigere Version des Erzeugendensystems einer Gruppe. Prisentationen
befreien uns von der Notwendigkeit, eine erzeugte Gruppe (S) C H als Untergruppe ei-
ner groferen Gruppe zu definieren, indem die Beziehungen zwischen den Erzeugern durch
Relationen beschrieben werden.

Definition 1.1.1. Sei S eine Menge von Zeichen. Die freie Gruppe diber S, notiert als
F(S) ist die Menge aller gekiirzter Worter, bestehend aus dem Alphabet S, und den dazu
inversen Zeichen S7! := {s;':s € S}. D.h.

EF,={we (SusS™)":w ist gekiirzt }

Ein Wort w = wjy...w,, nennen wir gekiirzt, wenn keine zwei aufeinanderfolgende Zeichen
invers zueinander sind, d.h. w; # w;}};.

Satz 1.1.2. Die freie Gruppe ist eine Gruppe unter der Operation der Konkatenation und

anschlieffenden Kiirzung:

WO U = Wi...Wp, © V1...Upy i= W1 Wy kU U
.. -1 . 1
fiir wp—; = v; Vi € {0, ..., k}, Wit # v,

Das neutrale Element ist das leere Wort €, denn woe = w.
Das zu einem Wort w = wy...w,, inverse Element istw™! = w,,
€

1 1 -1

Lawpt, dennwy.waw b wt =

Satz 1.1.3. Seien S und T zwei Alphabete mit gleich vielen Zeichen, d.h. |S| = |T'|. Dann
sind die freien Gruppen F(S) und F(T) bis auf Umbenennung der Erzeuger strukturgleich,
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d.h. F(S)= F(T).
Um uns nicht immer auf ein Alphabet einigen zu miissen, bezeichnen wir mit F,, die freie
Gruppe iiber einem beliebigen Alphabet der Griffe n.

Beispiel 1.1.4. Die freie Gruppe Fy besteht aus allen gekiirzten Wortern des Alphabets
{s,s7}. Ein Wort der Gruppe besteht entweder aus k € N hintereinandergereihten s oder
s~1 oder ist das leere Wort €.

Es gibt einen Gruppenisomorphismus ¢ : Fy — Z,p(e) = 0, p(s*) =k, o((s™H)F) = —k. Fy

18t somit isomorph zu 7.

Freie Gruppen sind niitzlich, da sie Produktterme aus Erzeugern beschreiben. Das be-
deutet: Schreibt man in einer beliebigen Gruppe ein Produkt aus Erzeugern s;, - ... - s;,, so
gibt es fiir diesen Produktterm ein Element einer freien Gruppe, die den Term kodiert.

Definition 1.1.5. Gruppen konnen durch einen Cayley-Graphen visualisiert werden. Bei
einem Cayley-Graphen steht jeder Knoten fiir ein Element der Gruppe. Jede gerichtete
Kante steht fiir die Linksmultiplikation mit einem Erzeuger der Gruppe.

Cayley-Graphen sollen uns in der Arbeit lediglich eine Intuition zu speziellen Gruppen
geben. Wir werden Cayley-Graphen daher nicht weiter formalisieren und bei Beispielen
auch keine Herleitung angeben. Eine Einfiihrung in Cayley-Graphen findet man in [Car21].

Der Cayley-Graph der freien Gruppe F'({r,b}) ist in Abbildung 1.1 zu sehen. Der mittlere
Knoten représentiert die Identitét. Durch Anmultiplizieren des Elements r folgt man in
Pfeilrichtung einer roten Kante. Durch Anmultiplizieren des Elements b folgt man in Pfeil-
richtung einer blauen Kante. Durch Anmultiplizieren des Elements r—! folgt man gegen
Pfeilrichtung der roten Kante. Durch Anmultiplizieren des Elements b~! folgt man gegen
Pfeilrichtung der blauen Kante.

Wir bezeichnen freie Gruppen als frei, da die Erzeuger im Gegensatz zu nicht-freien Grup-
pen in keiner algebraischen Beziehung zueinander stehen. Durch das Hinzufiigen von alge-
braischen Beziehungen in Form von Gleichungen kénnen wir neue Gruppen erhalten. Wie
wir gleich sehen werden, lassen sich alle Gruppen auf diese Weise konstruieren.

Beispiel 1.1.6. Wir fiigen der freien Gruppe Fy = F(s) die Relation s*> = ¢ hinzu. Die
Relation definiert eine Aquivalenzrelation auf den Wartern aus Fy. Zwei Worter v =
V1. Up, W = Wi... W, € Fy sind dquivalent, wenn man sie durch Anwendung von Rela-
tionen ineinander tberfihren kann.

Unter der Anwendung von Relationen verstehen wir erstmal das Ersetzen von Zeichen
gemdfS der Relationsgleichungen. Durch das wiederholte Ersetzen von sss durch € zerfallt Fy
in die Aquivalenzklassen [e] = {s** 1 k € Z} ,[s] = {s**1 1k € Z} | [s*] = {32 . k € Z}.
Es gibt einen Isomorphismus von den Aquivalenzklassen in die zyklische Gruppe dritter
Ordnung: ¢ : Fy — Cs mit o([e]) = 0,¢([s]) = 1, ¢([s?]) = 2.

Beispiel 1.1.7. Wir fiigen der freien Gruppe Fy» = F(r,b) die Relation rb = br hinzu. Das
bedeutet, dass der Produktterm rb und br als das gleiche Gruppenelement evaluieren. Im
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Abbildung 1.1: Endlicher Ausschnitt des Cayley-Graphen der Gruppe F({r,b}) = F,

Cayley-Graph (Abbildung spiegelt sich das dadurch wieder, dass die beiden Pfade rb
und br zum gleichen Knoten fiihren.

Dabei spielt es keine Rolle, ob die Pfade beim neutralen Element oder bei einem anderen
Element beginnen.

Bemerkung 1.1.8. Eine Relation w = v und eine Relation wv~! = ¢ sind gleich in dem

Sinne, dass man sie austauschen kann, ohne die Gruppe zu verdndern.
Im Allgemeinen sind alle Relationen, die durch Links- oder Rechtsmultiplikation ineinander
tberfihrt werden kénnen, gleich.

Wir haben die Menge aller Worter, die zu einem bestimmten Wort w dquivalent sind
noch nicht formal definiert. Um dies zu tun, fithren wir das Konzept des Relators ein.

Definition 1.1.9. Hat eine Relation die Form v = ¢, so schreiben wir nur v € F'(S) als
ein gekiirztes Wort iiber dem Erzeugeralphabet. Wir nennen v einen Relator.

Definition 1.1.10. Sei R eine Menge von Relatjonen der Form rq; = ro. Dies~e Relationen
lassen sich nach Bemerkung in Relatoren R C F(S) der Form ryry ' € R umformen.
Sei w = wy...w, ein Wort aus Erzeugern der freien Gruppe F(S). Eine Agquivalenzumfor-
mung ist:

e Das Einsetzen von ¢ 'rg fir r € R,g € F(S) in w: wy... wpgrg "wiyy...w, mit
anschliefendem Kiirzen

e Das Einsetzen von g~ 'r~lg fir r € R,g € F(S) in w: wy..wpgrg ‘wy 1...w, mit
anschlieendem Kiirzen
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(a) Identifikation der Terme rb, br (b) Vollsténdige Anwendung von rb = br

Abbildung 1.2: Anwendung der Relation rb = br

Zwei Worter v, w sind genau dann dquivalent (zum Symbol =) unter R bzw. R, wenn es
eine Folge von Wortern v = wq, ..., w,, = w gibt, die man konsekutiv durch eine Aquiva-
lenzumformung ineinander iiberfithren kann.

Es mag erst verwundern, dass wir hier ¢g~'rg statt nur einem r einsetzen. Dadurch
modellieren wir aber den Prozess “virtuelle Gruppenelemente® g~'g zu erzeugen, zwischen
die dann r gesetzt wird. In der Definition wird weiterhin das Entfernen eines Relators
r aus einem Wort arb nicht als eigenstindige Aquivalenzumformung behandelt. Das ist
auch nicht notig, da wir den Effekt durch das Einsetzen des inversen Elements replizieren
kénnen: arr~1b.

Satz 1.1.11. Sei R = {ry,...,7:} C F,, eine Menge von Relatoren. Sei [¢] die Menge aller
Worter, die dquivalent zum leeren Wort sind, d.h. durch Relationen in das leere Wort
tberfiihrt werden konnen. Es gilt:

[e] = <R><F]‘(S)
Wobei (Rﬁ,(s) der kleinste Normalteiler der freien Gruppe F(S) ist, der R enthdlt.

Beweis. Beobachte, dass [¢] ein Normalteiler ist: Fiir ein Element w € [¢] gilt g lwg =
g fww g = e. Somit gilt [¢] D (R)y
Um die andere Richtung der Inklusion zu zeigen, generiere alle Elemente, die dquivalent

zu € sind. Wir zeigen durch Induktion, dass alle erzeugten Elemente in (R>?,( ) liegen. Das

neutrale Element ¢ und alle » € R liegen in <R)}(S). Zudem ist g7'rg € <R>}(S) fiir alle
g€ F(S),r € R. )

Jedes andere Element aus [¢] ist durch endlich viele Aquivalenzumformungen aus dem
leeren Wort ¢ erzeugbar. Sei w = ab € (R)p ). Dann ist a(g~'rg)b = (ab)(¢~'rg) €
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(R}}(S). Da jedes Element aus [¢] induktiv durch Aquivalenzumformungen definiert ist,
folgt: [¢] C <R>}(S). O

Wir kénnen nun die durch Erzeuger und Relatoren erzeugte Gruppe formalisieren:

Definition 1.1.12. Eine Prdasentation einer Gruppe G besteht aus einer Menge von Zei-

chen S (genannt Generatoren) und einer Menge von Wortern R C F(S) (genannt Re-

gtoren). Wir bezeichnen mit (S, R) := F(S)/ <R)}(S) die aus der Prisentation erzeugte
ruppe.

In der Definition der Présentation werden Relatoren und keine Relationen gefordert.
Da jedoch Relationen generell leichter zu lesen sind und ohnehin in eindeutiger Weise in
einen Relator umgewandelt werden kénnen, werden wir beides austauschbar verwenden.

Definition 1.1.13. Lisst sich eine Gruppe als Prasentation mit endlich vielen Generatoren
schreiben, bezeichnen wir sie als endlich erzeugbar.

Lasst sich eine Gruppe als Présentation mit endlich vielen Generatoren und endlich vielen
Relatoren schreiben, bezeichnen wir die Gruppe als endlich prdsentierbar.

Beispiel 1.1.14. Die einfachste Prisentation ist eine Prdsentation ohne Relationen. Sei
S eine endliche Menge von Zeichen. Dann ist

(S10) = F(S)/ D)) = F(5)/{e} = F(S5)
einfach die freie Gruppe.

Beispiel 1.1.15. Betrachte die Gruppe G = (x,y | xyz~' = y* yry~! = 2?). Die Gruppe

ist trivial: Es gilt x = z(yzlzy™') = y*zy™t = yyzy™t = yaz? und somit x = y L.
Demnach: y 2 =2 =yay "t =yy ly t =yl Alsox =yt =e

Das letzte Beispiel zeigte eine Prisentationen, die {iberraschenderweise einfach die tri-
viale Gruppe ist. Die Frage, ob ein bestimmtes Wort einer Préasentation einfach das neutra-
le Element ist, wird als das Wortproblem der Présentation (S | R) bezeichnet. Zu zeigen,
dass ein Gruppenelement trivial ist, ist nicht immer leicht und nicht mal immer moglich.
Tatséchlich soll am Ende dieser Arbeit eine Gruppenpréisentation konstruiert werden, bei
der es unmoglich ist festzustellen, ob bestimmte Produktterme zum neutralen Element
evaluieren. Wie kann man ausschliefen, dass ein Gruppenelement trivial ist?

Eine Moglichkeit ist, eine Normalform fiir die Gruppe zu finden.

Definition 1.1.16. Sei G = (5, R) eine Gruppe. Eine Normalform eines Gruppenelements
g € G ist eine standardisierte, eindeutige Darstellung als Wort w € F(S) iiber einer
Erzeugermenge S.

Normalformen erlauben uns, Aquivalenz und Nicht-Aquivalenz von zwei Wortern s ...sy,,
§1...8, € F(S) zu zeigen. Die Worter représentieren das gleiche Gruppenelement, wenn
beide Worter durch Anwendung von Relationen in die gleiche Normalform gebracht werden
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konnen. Sie repréasentieren unterschiedliche Gruppenelemente, wenn die Worter durch An-
wendung von Relationen in zwei unterschiedliche Normalformen gebracht werden koénnen.
Bekannte Beispiele fiir Normalformen auflerhalb der Gruppentheorie sind die eindeutige
Darstellung eines Bruches als vollstiandig gekiirzte Zahl, die Chomsky-Normalform einer
Grammatik oder die Jordansche Normalform einer Matrix.

Satz 1.1.17. Seien G = (Sg, Rg) und H zwei Gruppen. Betrachte die Abbildung ¢ :
S¢ — H. Definiere die Fortsetzung ¢ : G — H folgendermafen: ¢(w) = @(s1...8,) =
&(81)...9(sn) € H fiir eine beliebige Darstellung von w € G als Wort s;...s, € F(Sg).

@ 1st ein wohldefinierter Homomorphismus ¢ : G — H, wenn ¢ die Relationen Rg von G
achtet, d.h. Fir jeden Relator sy...s, € Rg gilt p(s1)...0(s,) = e.

Beweis. ¢ ist wohldefiniert, wenn alle Darstellungen von w auf das gleiche Element in H
abbilden.

Dies ist hier erfiillt. Zwei Darstellungen sj...s,, s)...s,, € F(Sg) evaluieren als das glei-
che Gruppenelement, wenn sie sich durch Aquivalenziiberginge ineinander iiberfithren
lassen. Die Aquivalenziiberginge entstehen durch Einsetzen von ¢ 'rg oder g~'r~'g fiir
r € Rg,g € F(Sg). Da ¢ Relationen achtet, ist ¢(grg™) = ¢(gg™1) = e und p(gr—tg=1) =
@(gg~") = e. Das Bild @(s;...s,,) bleibt also nach Anwendung von Aquivalenziibergéingen
gleich. Durch Induktion iiber die benttigten Umformungsschritte zwischen w und w’, ist ¢
somit wohldefiniert.

Die Homomorphismuseigenschaft von ¢ folgt direkt aus der Definition. O

Satz 1.1.18. Jede Gruppe G resultiert aus einer Prdisentation:
G=(S|R)=({g€G}|{gh=k:Vg hkeG, gh=Ek})

Wir kiirzen diese Prisentation durch (G | 0) ab, indem wir die Gruppe zu den Generatoren
schreiben. Im Normalfall ist dabei klar, dass nicht die freie Gruppe tiiber dem Alphabet G
gemeint ist.

Beweis. Es gibt einen natiirlichen Homomorphismus ¢ : F'(S) — G, der dadurch definiert
ist, dass wir jeden Generator S auf das korrespondierende Gruppenelement GG abbilden.
Wir beobachten, dass fiir ein Wort w € F(S): ¢(w) = e genau dann, wenn das schrittweise
Ausmultiplizieren von jeweils zwei Zeichen nach den Regeln {gh = k : Vg, h, k € G,gh = k}
im Element e endet.

G besitzt damit die Présentation ({g € G} | {gh =k : Vg, h, k € G, gh = k}). ]

1.2 HNN-Erweiterungen

HNN-Erweiterungen, benannt nach Graham Higmann, Bernhard Neumann und Hanna
Neumann sind ein niitzliches Hilfsmittel in der Gruppentheorie. HNN-Erweiterung werden
genutzt, um zwei Untergruppen durch das Einfiihren eines neuen Generators zu konjugie-
ren. Wir werden auf diese zuriickgreifen, um einen Konfigurationsiibergang einer Turing-
maschine als Konjugationsrelation zweier Untergruppen zu kodieren.
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Definition 1.2.1. Sei GG eine Gruppe und seien A, B C G zwei Untergruppen mit einem
Isomorphismus ¢ : A — B. Wir konstruieren die HNN-FErweiterung tber der Gruppe G
als eine neue Gruppe, die die Relationen von G enthélt. Auflerdem fiigen wir einen neuen
Generator ¢t und neue Relationen hinzu, mit der A und B zu konjugierten Untergruppen
werden:

Gxa = (GU{t} | {t 'at = p(a) : Va € A})

Das Zeichen t bezeichnet man als das stabile Zeichen.

Beispiel 1.2.2. Wir beginnen mit einem trivialen Beispiel. Sei G = {e} = (0| 0) trivial
und A = B = {e} sowie der Isomorphismus ¢ = id : A — B. Dann erhalten wir die
HNN-Erweiterung

G = ({t} [t et =€) =({t} | 0) = Z

Beispiel 1.2.3. Ein zweites simples Beispiel. Sei G = F,, = ({s1,...,8,} | 0) und A= B =
{e} mit ¢ =id. Dann gilt

Gxger = (S15 0y Sny t | 0) = F({$1,..., Sn, t}) = Fopq

Beispiel 1.2.4. Sei Vy = (a,b | aa,bb, abab) die Kleinsche Vierergruppe. Wir konjugieren
die Untergruppen A = {e,a} und B = {e,b} mit p(e) = e, p(a) =b. Wir erhalten:

Gxy = <a, b,t | aa,bb, abab,t 'at = b>

Beispiel 1.2.5. Betrachte wieder die Kleinsche Vierergruppe Vy = {(a,b | aa, bb, abab). Wir
konjugieren nun die Untergruppen A = B = {e,a} mit ¢ = id. Wir erhalten:

Gxy = <a,b,t | aa, bb, abab,t ‘at = a>

Wir wollen beweisen, dass die letzten beiden Priasentationen unterschiedliche, d.h. nicht
isomorphe Gruppen definieren.
Zu zeigen, dass zwei verschiedene Présentationen isomorphe Gruppen erzeugen, ist al-
lerdings im Allgemeinen fiir endlich erzeugte Gruppen kein 16sbares und schon gar kein
einfaches Problem. (Siehe dazu [BGBGLO0S]). Will man zeigen, dass zwei Gruppen un-
terschiedlich sind, besteht daher der erste Schritt meistens darin, die beiden Gruppen zu
vereinfachen.
Das tun wir im Folgendenen durch die Abelisierung. Wir fiigen der Gruppe dazu Rela-
tionen hinzu, sodass die beiden Gruppen kommutativ werden. Dann zeigen wir, dass die
Abelisierungen der beiden Gruppen verschieden sind.

Definition 1.2.6. Sei G eine Gruppe. Dann bezeichnen wir mit
G = (G |{gh=hg:g,heG})

die Abelisierung der Gruppe G.
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Beispiel 1.2.7. Sei G = Vyx4 die HNN-Erweiterung von Beispiel[1.2.4] und H = Vx4 die
HNN-Erweiterung von Beispiel [1.2.5,

Die beiden Gruppen sind nicht isomorph.

Beweis. Sei G%, H® die Abelisierung on G und H. Da jedes Gruppenelement als Produkt
der Erzeuger a, b,t geschrieben werden kann reicht es bereits aus, die Kommutativitétsre-
lationen fiir die Erzeuger hinzuzufiigen. Es gilt also

G =~ <a, b,t: aa,bb, abab,t 'at = b, ab = ba, at = ta, bt = tb>

H® =~ <a, b,t : aa,bb, abab,t 'at = a,ab = ba, at = ta,bt = tb>

Entfernt man redundante Relationen erhilt man

G =~ <a, b,t:aa,bb,tlat =b,ab = ba,at = ta, bt = tb>
i <a, b,t:aa,bb,t ta =b,ab= ba,at = ta, bt = tb>
= (a,t: aa,at =ta) = Cy X Z
H® = (a,b,t : aa,bb,ab = ba, at = ta,bt = th) = Cy x Cy X Z

welche offensichtlich nicht isomorph sind. O

Die Unterschiede von G und H sind ebenfalls gut an ihren Cayley-Graphen zu erken-
nen. In der folgenden Abbildung stehen zweifach gezeichnete Kanten fiir den Generator a,
einfach gezeichnete Kanten fiir b. Die Pfeile nach oben stehen fiir die Multiplikation mit
dem freien Zeichen t. Linksnebenklassen von Vj sind grau markiert.

Die Bilder sind vollkommen anders, der verwendete Isomorphismus ¢ spielt also eine grofie
Rolle!

Die Abbildung zeigt, dass die Gruppe V; Teil der HNN-Erweiterung Vx4 ist. Es stellt sich
die Frage, ob dieser Sachverhalt fiir beliebige HNN-Erweiterungen gilt.

Satz 1.2.8 (Brittons Lemma). Sei G eine Gruppe, A, B C G Untergruppen mit Isomor-
phismus p : A — B, sodass H = G eine HNN-FErweiterung zum stabilen Zeichen t ist.
Dann gilt G C Gxy4.

Wiahlen wir Reprdsentantensysteme Ry von G/A und Rp von G/B (wobei wir fir die
Nebenklassen A, B jeweils das neutrale Element e wdhlen), so ldsst sich jedes nichttriviale
Element h € Gx4 in eindeutiger Weise als Produkt schreiben:

h = rtrot® . rpt" g

mit €; = £1, g1 € G,ninNy und mit g; € Ra, wenn ¢; = +1 und g; € Rp, wenn € = —1.
Auferdem enthilt der obere Ausdruck kein Teilwort t—'et oder tet™'.

Beweis. Siehe Theorem 1.7 aus [SWT9]. O

Es ist moglich, mehrere HNN-Erweiterungen gleichzeitig auf eine Gruppe anzuwenden.
Dies machen wir, indem wir mehrere stabile Zeichen und Relationen hinzufiigen.
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(a) Vix4 wie in Beispiel 1.2.3 (b) Vyx 4 wie in Beispiel 1.2.4
Abbildung 1.3: Cayley-Graphen der Gruppen V4

Definition 1.2.9. Sei G eine Gruppe und seien ¢; : A; — B; Isomorphismen zwischen
zwei Familien von Untergruppen. Dann ist die Gruppe

G*{Hi:iel} = <G L {tl 11 € I} | {t;latl = gDz((l> S A}>
eine (mehrfache) HNN-Erweiterung zu den stabilen Zeichen t¢; fiir ¢ € I.

Satz 1.2.10. Sei G eine Gruppe und seien p; : A; — B; miti € {1,...,n} Isomorphismen
zwischen Untergruppen, sodass G*(p,.icqo,..n}} €ine mehrfache HNN-Erweiterung ist. Dann

Beweis. Die HNN-Erweiterung G*p,.iery entsteht durch Hinzufiigen von stabilen Zeichen
und Relatoren. Anstelle alle gleichzeitig hinzuzufiigen, kann man sie auch nacheinander
einbauen. Man erhélt dadurch die Gleichung:

G*(miet,..npy = G *my ¥ m,
Somit folgt G C G{p,.ery aus Induktion. 2

Im letzten Beweis charakterisierten wir HNN-Erweiterungen als das Hinzufiigen von sta-
bilen Zeichen ¢ und Relationen. Mit dieser Charakterisierung lassen sich HNN-Erweiterungen
auch bei Untergruppen durchfiihren.
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Definition 1.2.11. Sei G eine Gruppe und ¢ : A; — B; Isomorphismen zwischen zwei
Familien von Untergruppen, sodass Gxa,.icry eine HNN-Erweiterung ist.
Wir definieren mit

U*{Ai:iel} = <U|_| {tz 11 E ]} | {t;latz = sz(a) a e AﬂU}>
die (Pseudo-)HNN-Erweiterung der Untergruppe U C G.

Definition 1.2.12. Sei G eine Gruppe und ¢ : A; — B; Isomorphismen zwischen zwei
Familien von Untergruppen, sodass Gxa,.icry eine HNN-Erweiterung ist.

Eine Untergruppe U C G wird gut genannt, wenn ¢;(U N A;) = U N B; fiir alle ¢ € 1.

In dem Fall ist

U*{ALZEI}:<U|—I{tZZ€]} | {t;latzzgzﬁz(b)aeAﬂUD

eine echte HNN-FErweiterung der Untergruppe U C G zu den stabilen Zeichen t; und den
Isomorphismen ¢|y : A;NU — B;NU

Korollar 1.2.13. Sei G eine Gruppe und ¢; : A; — B; mit i € {1,....n} Isomorphis-
men zwischen Untergruppen, sodass Gxqa,icry eine HNN-Erweiterung ist. Sei U eine gute
Gruppe und Uxga,.icry eine HNN-Erweiterung der Untergruppe.

Dann gilt Brittons Lemma auch fiir Usga,.iery und es gilt U *(4,.5ery NG = U.

Beweis. Die HNN-Erweiterung der Untergruppe ist einfach eine HNN-Erweiterung zu den
isomorphen Untergruppen U N A; = U N B;. Somit gilt Brittons Lemma.
Es folgt: U C Ux{4,:iery und damit U *ga,.5eny NG = U. O]

1.3 Graphen und Biume

Bass-Serre-Theorie untersucht Wirkungen von Gruppen auf Baumen. Hierfiir sollen nun
Béaume und Graphen in Anlehnung an [Ser02] definiert werden.

Definition 1.3.1. Ein Graph ist ein Tupel I' = (X,Y) bestehend aus einer Menge von
Knoten X und einer Menge von Kanten Y. Jede Kante hat einen Start- und einen End-
knoten, definiert durch Abbildungen o (Origin) und ¢ (Terminus)

0:Y =X t:Y =X
y = o(y) y = ty)
Fiir jede Kante y € Y existiert eine inverse Kante y € Y fur die gilt: o(y) = #(y) und
H(y) = o(y).

Da inverse Kanten immer ebenfalls Element der Kantenmenge sind und da zwischen
zwei Knoten auch mehrere Kanten moglich sind, wiirde man den definierten Graphen in
der Informatik als einen ungerichteten Multigraphen bezeichnen.

Die Graphen miissen nicht endlich sein. Spéter werden wir Berechnungen auf unendlichen
Graphen durchfiihren.
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O——=O
Abbildung 1.4: Graph in Form eines Segments

Beispiel 1.3.2. Ein Segment ist ein Graph, bestehend aus zwei Knoten, die durch eine
Kante verbunden sind.

Beispiel 1.3.3. Eine Schleife ist ein Graph, bestehend aus einem Knoten, der durch eine
Kante mit sich selbst verbunden ist.

Abbildung 1.5: Graphen in Form einer Schleife und einer Doppelschleife

Definition 1.3.4. Die Valenz eines Knotens p gibt an, wie viele ausgehende Kanten der
Knoten hat. Besitzen alle Knoten p die gleiche Valenz, so ist die Valenz des Graphen
wohldefiniert und gleich der Valenz der Knoten.

Definition 1.3.5. Ein Pfad von Léinge n in einem Graphen I' = (X,Y) (fiir n > 1) ist
eine Folge (y1, ..., y,) von Kanten y; € Y mit ¢(y;) = o(yir1)-

Unter einem Pfad der Lénge 0 verstehen wir eine leere Folge von Kanten (), beginnend
(und endend) bei einem Knoten z € X.

Wird keine Kante direkt zuriickgelaufen, d.h. y; # ¢, fiir i € {0,...,n — 1}, so sagen wir,
der Pfad enthélt keine Riickverfolgung.

Die Definition eines Pfades ohne Riickverfolgung schlieft nicht aus, dass ein Knoten
iiber einen ldngeren Umweg doppelt besucht wird.

n Y2 Ys
O O @, O
Y3 Us
O O

Abbildung 1.6: Pfad, der einen Knoten mehrfach besucht

Definition 1.3.6. Ein Graph wird als zusammenhdingend bezeichnet, wenn es fiir alle
zwei Knoten =, € X einen Pfad (yi,...,y,) zwischen den beiden Knoten gibt, sodass
=2z

o(y1) = =, 1(yn)
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Definition 1.3.7. Ein Zykel ist ein kreisformiger Pfad (i, ..., y,) der Liange n > 1. Wir
fordern: o(y1) = t(yn).

Wie bei Pfaden sagen wir, ein Zykel enthilt keine Zurickverfolgung, wenn (y1,...,y,) ein
Pfad ohne Zuriickverfolgung ist und y; # ¥, gilt.

Definition 1.3.8. Ein Graph wird ein Baum genannt, wenn er zusammenhéngend ist und
keinen Zykel ohne Zuriickverfolgung enthélt.

Lemma 1.3.9. Sei ' = (X,Y) ein Graph. Gibt es zwei verschiedene Knoten x, 2" € X, die
durch zwei verschiedene Pfade ohne Zurickverfolgung (yi, ..., Yn), (U1, -y Um) miteinander
verbunden sind, d.h.

/

e o(y1) = o(1) = , t(yn) = t(Jm) = @
e n#m odery; # y; fir eini € {0,...,n}
dann enthdlt T einen Zykel ohne Zuriickverfolgung.

Beweis. 0.E. n < m. Zeige den Satz durch Induktion iiber die Lénge des Pfades n > 0.
Falls n = 0,m > 1, dann ist (91, ..., ) bereits ein Zykel. Handelt es sich um einen Zykel
mit Zuriickverfolgung, so ist zwangsweise y; = ¢,,. In dem Falle ist (¢, ..., ¥m_1) ein kiirze-
rer Zykel. Durch einen Induktionsbeweis lasst sich zeigen, dass man durch wiederholtes
Anwenden dieser Kiirzung einen Zykel ohne Zuriickverfolgung erhalt.

Falls n > 1,m > 1, seien (yi,...,yn) und (91, ..., m) zwei verschiedene Pfade mit Lénge
n,m € Ny. Sei 0.E. y; # 7. Wire y; = 1, dann wéren (ya, ..., y,) und (9o, ..., ) zwei
verschiedene, kiirzere Pfade beginnend am Knoten o(y,) = 0(72) und die Anwendung der
Induktionsvoraussetzung gibt den gesuchten Zykel.

Dann ist (G, ..., Y1, 71, ---, Um) €in Zykel mit Anfang und Ende bei 2’. Handelt es sich auch
hier um einen Zykel mit Riickverfolgung folgt daraus ¢,, = ¥,. Wie eben erhélt man mit
(Un—1s oy U1, Y1, - Um—1) €inen kiirzeren Zykel. Mit Induktion kann man dann einen Zykel
ohne Riickverfolgung finden. [

Korollar 1.3.10. Sei T' = (X,Y) ein Baum. Fir zwei Knoten x,x’ € X existiert ein
eindeutiger Pfad ohne Zuriickverfolgung von x nach x'.

Beweis. Der Pfad existiert, da der Baum zusammenhéngend ist. Der Pfad ist eindeutig,
da der Baum sonst einen Zykel enthalten wiirde. [

Definition 1.3.11. Ein Graphautomorphismus von I' = (X,Y’) ist eine bijektive Abbil-
dung der Knoten und Kanten ¢ : X | |Y — X|]Y, die die Graphstruktur erhélt. Das
bedeutet, der Automorphismus:

e crhilt Kanten und Knoten: Vy € Y : o(y) € Y,Vz € X : p(z) € X

e crhiilt inverse Kanten: Vy € Y : ¢o(y) = ¢(y)

e crhilt Startknoten: Yy € Y : o(¢(y)) = ¢(o(y))
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e crhilt Endknoten: Vy € Y : t(¢(y)) = ¢(t(y))

Die Menge aller Automorphismen eines Graphen bilden eine Gruppe. Die Gruppe wird mit
Aut(T") notiert.

Die Elemente von Aut(I') beschreiben Operationen, die man auf den Graphen anwenden
kann, die den Graphen gleich lassen. Aut(I") beschreibt somit alle Symmetrien des Graphen
.

Beispiel 1.3.12. Betrachte Abbildung[1.7]. Diese zeigt einen Graphen in Form eines “+ “
Symbols. Die Rotation aller Kanten und Knoten um dem mittleren Knoten ist ein Auto-
morphismus, da die Abbildung den Graphen erhdlt.

O

O /O(\ O
N

J

O

Abbildung 1.7: Graph mit Automorphismus

Definition 1.3.13. Eine Gruppe G wirkt durch Gruppenoperation auf einem Graphen
I'=(X,Y), wenn es einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — Aut(I") gibt.

Diese Gruppenoperation ist eine Gruppenoperation auf einer Menge X im herkémmlichen
Sinne, erlaubt also dessen Untersuchung durch Orbits und Stabilisatoren.

Statt ¢(g)(I") schreiben wir, wie bei Gruppenoperationen iiblich, gI'.

Statt ¢(g)(p) fiir einen Knoten p € X schreiben wir gp.

Statt ¢(g)(y) fiir eine Kante y € Y schreiben wir gy.

Es wird davon ausgegangen, dass dem Leser Gruppenoperationen bekannt sind. Orbits,
Stabilisatoren und transitive Wirkungen werden nicht mehr definiert.

Korollar 1.3.14. Eine Folgerung aus der Definition fiir Gruppenoperationen als Gruppen-
homomorphismen ist, dass ¢ : G — Aut(I") durch die Bilder der Erzeuger von G festgelegt
15¢.

Wir werden das im Folgenden nutzen, um tibersichtlich Beispiele von Gruppenoperationen
anzugeben.

Beispiel 1.3.15. Die 4-elementige zyklische Gruppe Cy := (g | g*) operiert auf dem Gra-
phen aus Abbildung 1.7, indem man das Gruppenelement g mit der Rotation um 90° iden-
tifiziert.
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Beispiel 1.3.16. Die 8-clementige zyklische Gruppe Cg := (g | g®) operiert auf dem Gra-
phen aus Abbildung indem das Gruppenelement g als 90° Rotation um den mittleren
Knoten wirkt.

g* beschreibt dann eine Volldrehung oder einfacher die Identitit und g° ist wieder die 90°
Rotation. g und g° haben also die gleiche Wirkung auf dem Graphen!

Definition 1.3.17. Vertauscht eine Gruppenoperation auf einem Graphen den Anfangs-
und Endknoten einer Kante, so sagen wir, dass die Gruppenoperation die Kante inver-
tiert. Eine Gruppenoperation, die keine Kante invertiert, wird als Gruppenoperation ohne
Inversion bezeichnet.

Beispiel 1.3.18. Die 2-elementige zyklische Gruppe Cy := (g | g*) operiert auf dem seg-
mentformigen Graphen I' durch Spiegelung an der Kante. Dann operiert das Gruppenele-
ment g mit Inversion auf I

XN

Abbildung 1.8: Gruppenoperation mit Inversion



Kapitel 2

Bass-Serre Theorie von
HNN-Erweiterungen

Im Buch Trees ([Ser02]) stellt Jean-Pierre Serre eine Methode vor, Gruppen zu untersu-
chen. Er nimmt an, eine Gruppe wiirde auf einem Baum operieren. Durch den Quotien-
tengraphen erhélt er Aufschluss iiber die Struktur der Gruppe. Auf diese Weise kann man
beispielsweise feststellen, ob eine Gruppe ein amalgamiertes Produkt zweier Gruppen ist.
Wir werden die im Buch beschriebenen Methoden nutzen, um zu erkennen ob eine Gruppe
eine HNN-Erweiterung ist und wie sie auf Béumen operiert. Dann bauen wir eine Aqui-
valenz zwischen Pfaden ohne Zuriickverfolgung im Baum und der Normalform fiir HNN-
Erweiterungen nach Britton auf.

2.1 Quotientengraphen

Definition 2.1.1. Sei I' = (X,Y) ein Graph und G eine Gruppe, die auf I' operiert.
Wir definieren einen Quotientengraphen durch I'/G := (X/G,Y/G) := (X/ ~,Y/ ~) mit
Ty~ Ty < Ty=g- -2 flireinge Gund y; ~ys < ys =g -y, fiirein g € G.

Die Start und Endpunkte einer Kante Gy sind definiert durch o(Gy) = Go(y), t(Gy) =
Gi(y).

Beweis. Um die Wohldefiniertheit sicherzustellen, ist zu zeigen, ob die Definition Start-
und Endpunkte bei Kanten erhélt. Sei y' € Gy. Dann gibt es ein g € G, sodass gy = ¢/'.
Dann gilt go(y) = o(gy) = o(¥/), gt(y) = t(g9y) = t(y/) und damit o(Gy) = Go(y) sowie
t(Gy) = Gt(y).

Nach unserer Definition fiir Graphen miissten wir noch zeigen, dass der Quotientengraph
ungerichtet ist. Dazu nehmen wir zusétzlich an, die Gruppenwirkung operiert ohne Inver-
sion. Jetzt gilt fiir jede Kante y € Y: Gy # Gy. Damit gibt es fiir jedes Gy ein inverses
Gy. O

Bei der Definition des Quotientengrahen fiigten wir wahrend des Wohldefiniertheitsbe-
weises die Bedingung hinzu, dass die Gruppenwirkung ohne Inversion operiert. Da Grup-
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penwirkungen ab sofort immer ohne Inversion auftauchen werden, wird diese Annahme
keine weiteren Probleme verursachen.

Beispiel 2.1.2. Wir betrachten wieder den Graphen in Form des “+ “-Symbols, auf dem
die zyklische Gruppe Cy operiert. (Abb. Durch Rotation lassen sich die dufleren, roten
Knoten aufeinander abbilden. Der innere, blaue Knoten bleibt unter der Gruppenwirkung
fix. Der Quotientengraph hat somit die Form eines Segmentes.

O

O <<>(\ o L4, o o

J

O
Abbildung 2.1: Segmentformiger Quotient eines Graphen

Beispiel 2.1.3. Wir betrachen einen Graphen I in Form einer unendlich langen Kette, wie
mn Abbildung dargestellt. Auf dem Graph wirkt die Gruppe (Z,+) durch Verschiebung.
Das Element +1 verschiebt hierbei die Knoten um eins nach rechts.

Alle Knoten des Graphen liegen in einem Orbit und alle ungerichteten Kanten des Graphen
liegen in einem Orbit. So erhdlt man einen Quotientengraphen in Form einer Schleife.

\ \+1\
oo—o— 2,
[ 4

~

Abbildung 2.2: Schleifenférmiger Quotient eines Graphen

Die Gruppe (Z, +), die im letzten Beispiel verwendet wurde, ist isomorph zu der trivia-
len HNN-Erweiterung {e}s#.y = (¢t | 0) = Z. Dass als Quotient eine Schleife herauskommt,
ist kein Zufall. Den Zusammenhang zwischen HNN-Erweiterungen und Schleifen untersu-
chen wir im néchsten Abschnitt.

2.2 Charakterisierung von HNN-Erweiterungen nach
Bass-Serre

In diesem Abschnitt charakterisieren wir HNN-Erweiterungen als Gruppen, die mit einem
besonderen Quotienten auf unendlichen Badumen operieren. Dies soll uns helfen, HNN-
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Erweiterungen besser zu verstehen. Wir erhalten das Resultat, dass ein Gruppe G genau
dann auf einem Baum mit einer Schleife als Quotienten und ohne Inversion operiert, wenn
G eine HNN-Erweiterung ist.

Das wollen wir zuerst an einem komplexeren Beispiel illustrieren.

Beispiel 2.2.1. Sei V; = (v, h | vh = hv,v* h?) die Kleinsche Vierergruppe. Wir bilden
die HNN-Erweiterung

Vi = (0., vh = ho, o2, 1, 5 = )

an den Untergruppen (g) und (h). Vixpy wirkt auf dem 4-valenten Baum.

v und h wirken durch Vertauschen von jeweils zwei Astepaaren. (Siehe Abbildungen und
. Die Vertauschung ist so, dass die Reihenfolge von Kanten innerhalb eines Knotens der
getauschten Aste gleich bleibt. Dreht man sich auf einem Knoten eines vertauschten Astes
gegen den Uhrzeigersinn sieht man eine rote Kante weggehen, eine blaue Kante weggehen,
eine blave Kante auf sich zukommen, eine rote Kante auf sich zukommen.

t wirkt auf dem Baum, indem Knoten entlang der mittleren blauen Pfeilkette verschoben
werden. Aste werden dabei mitgezogen.

Alle Relationen vh = hv,v?, h%, s~ vs = h manifestieren sich auch in der Gruppenwirkung.
Beispielsweise ist die Gruppenwirkung hv die gleiche wie vh.

Man kann zeigen, dass durch wiederholtes Anwenden der Operationen v, h,t alle Knoten
auf dem mittleren Knoten und alle Kanten auf die Kante rechts vom mittleren Knoten
abgebildet werden kénnen. Der Quotient der Operation ist somit eine Schleife. Man kann
zeigen, dass die Gruppe ohne Inversion operiert.

Wir werden die Behauptungen des letzten Beispiels nicht beweisen. Stattdessen begin-
nen wir mit einem einfachen Satz, der uns ein Gefiihl fiir kommende Argumentationen
geben soll.

Satz 2.2.2. Sei T = (X,Y) ein Baum, auf dem eine Gruppe G ohne Inversion operiert.
Sei zudem der Quotientengraph T/G eine Schleife.
Dann muss jeder Knoten von T die gleiche Valenz besitzen. Die Valenz ist > 2.

Beweis. Da T'/G als Schleife eine Kante besitzt, besitzt auch 7" mindestens eine Kante
y. An dieser Kante hingen zwei unterschiedliche Knoten p := o(y),q := t(y). T kann
kein Segment bestehend aus p, ¢,y sein, da der einzige nicht-triviale Automorphismus die
Vertauschung der beiden Knoten ist, dies jedoch eine Gruppenoperation mit Inversion
wéare. T" enthélt daher mindestens einen dritten Knoten, der o.E. durch eine Kante mit p
verbunden ist. p hat damit Valenz > 2.

Da G transitiv auf T" wirkt, gibt es fiir alle z € X ein g € G sodass gp = x. Automorphismen
erhalten End- und Startpunkte von Kanten und somit muss = die gleiche Valenz wie p
besitzen. [
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g

5
S

Abbildung 2.3: Anwendung der Gruppenwirkung h

A
SRS

Abbildung 2.4: Anwendung der Gruppenwirkung v
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Lemma 2.2.3. Sei I' = (X,Y) ein Graph, auf dem eine Gruppe G wirkt.
Dann erhdlt jede Gruppenwirkung g € G die Ldnge von Pfaden ohne Zuriickverfolgung.

Beweis. Sei (yi, ..., y,) ein Pfad ohne Zuriickverfolgung. Da g Nachbarknoten erhélt, wer-
den die y; auf eine Folge von aneinanderhéngenden Kanten abgebildet, d.h. t(gy;) =
0(gyi+1). Da g bijektiv auf ungerichteten Kanten wirkt, werden keine Kanten von (gy, ..., gyn)
direkt zuriickgelaufen. Somit ist (gys, ..., gy,) ein Pfad ohne Zuriickverfolgung von Lénge
n. O]

Die néchsten Lemmata sind so formuliert, dass wir spéater Satz[2.2.10{und [2.2.12] gleich-
zeitig zeigen konnen.

Lemma 2.2.4. Sei T = (X,Y) ein Graph, auf dem eine Gruppe G ohne Inversion ope-
riert. Sei zudem der Quotientengraph T /G eine Schleife.

Sei p € X ein beliebiger Knoten und neigh(p) :={zx € X : Jy € Y,o(y) = p,t(y) = 2} =
{pi i € I} C X seine Nachbarknoten. Bezeichne mit G, den Stabilisator von p unter
der Operation G. Wihle fiir jeden Nachbarknoten p; ein Gruppenelement g; € G, sodass
9iP = Di-

Dann ist G, U {g; : i € I} ein Erzeugendensystem von G genau dann, wenn T zusam-
menhdngend ist

Beweis. “ <= “:Sei g € G ein Element, das auf T" operiert. g bildet den Knoten p € X
auf ¢ := gp ab. Da T' zusammenhéngend ist, gibt es einen kiirzesten Pfad (v, ..,y,) von
p zu g, welcher durch die Knoten (p = po,p1, ..., Pn_1,Pn = q) verlauft. Zeige nun durch
Induktion {iber der Pfadlénge, dass es ein Gruppenelement g, = ¢;,...g;, gibt, dass als Pro-
dukt der Erzeuger geschrieben werden kann und p (entlang des Pfades) auf ¢ verschiebt.
Falls n = 0, dann ist p = ¢ und es gilt ep = q.

Falls n = 1, dann ist ¢ ein Nachbar von p. Es existert nach Definition des Erzeugendensy-
stems ein g; mit g;p = q.

Falls n > 1: Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Produkt aus Erzeugern ¢ =
Giy---Gi,_,, sodass ¢'p = p,_1. Es gilt nun, ein Gruppenelement zu finden, das p,_; auf
prn abbildet. Man kann das Element p,_; entlang des Pfades (yi, ..., y,_1) zuriickziehen:
(¢')"'pp_1 = p. Da Gruppenwirkungen Nachbarschaft erhalten, gilt (¢')"'p, € neigh(p).
Somit existiert ein Erzeugerelement g;, mit ¢; (¢) 'pn1 = (¢) 7 'pn <=  gip =
(¢)'pn = (¢'9n)p = gup = p, was ein Produkt der Erzeuger ist.

Wir sind noch nicht fertig. Auch wenn das Bild von p unter g und g, gleich ist, kénnen
die beiden Gruppenelemente immer noch unterschiedlich auf anderen Knoten und Kanten
wirken. Um das zu korrigieren, konstruieren wir nun eine “rotierende Komponente g, von
g und zeigen, dass diese in G, liegt (rotierend, nur im Sinne, dass es p festhilt): g, := g, '¢g
mit g,p =g, 'gp=9,'¢=p = g, € G, => g = g,g, ist ein Produkt von Erzeugern.

“ = “: Der Quotient ist eine Schleife. Fiir ein ¢ € X gibt es daher ein g € G, so-
dass ¢ = gp. g kann als Produkt hy...h, der Erzeuger G, U{g; : i € I} geschrieben werden.
Zeige die Hinrichtung des Lemmas durch Induktion iiber n.
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Fiir n = 0 ist ¢ = ep also sind ¢ und p verbunden.

Fir n = 11ist ¢ = g,p fiir g, € G, oder ¢ = g,p fiir g, € {g; : i € I}. In dem Fall ist ¢
entweder p selbst oder ein Nachbarknoten

Fiir n > 1 gibt es nach Induktionsvoraussetzung einen Pfad von p zu h;...h,,_1p. Da die Er-
zeugerelemente p entweder fix lassen oder auf einen Nachbar verschieben und da Gruppen-
wirkungen Nachbarschaft erhalten, sind (h;...h,—1)p und (h;...~,—1)h,p durch eine Kante
verbunden. Damit gibt es auch einen Pfad von p zu p, = ¢. ]

Lemma 2.2.5. Se: T = (X,Y) ein Graph, auf dem eine Gruppe G ohne Inversion operiert.
Sei zudem der Quotientengraph T'/G eine Schleife.

Sei p € X ein beliebiger Knoten, y, eine beliebige Kante mit o(y;) = p und G,p, Gpy+
deren Bilder unter der Projektion in den Quotientengraphen T'/G,,.

Dann hat Gpp genau zwei angrenzende Knoten Gpq_, Gpq+

Es gibt zudem ein Element s € G, das p entlang der Kante y, verschiebt und es gilt:
Gpq- = Gps™'p und Gpqy = Gpsp.

Abbildung 2.5: Der Quotient Vj * sy /Gy,

Beweis. Seien neigh(p) = {x € X : 3z € Y,0(2) = p,t(z) = z} C Y alle Knoten, die an
p angrenzen und neigh(Gp) = {Gzx € X/G : 3Gz € Y/G,0(Gz) = Gp,t(Gz) = Gz} C Y
alle Knoten, die an Gp angrenzen

Zeige, dass Gpp mindestens zwei angrenzende Knoten hat: Sei ¢ € neigh(p) durch y mit p
verbunden. Es gibt ein s € G, das p nach ¢ verschiebt, d.h. sp = ¢. Fiir den Knoten s~ !p
gilt dann s™'p ¢ G,q, da es sonst ein g, € G, gibe mit: g,q = s 'p = g, 's7'p =g und
g s7lq = g 'p = p. g ts7! vertauscht also die die Nachbarsknoten p, ¢ und ist damit eine
Operation mit Inversion.

Zeige, dass G,p maximal zwei angrenzende Knoten hat: Nach dem vorherigen Teil hat
G,p mindestens zwei Nachbarn, ndmlich G,(sp) und G,(s 'p). Angenommen, es géibe
einen dritten Nachbar G,p fiir ein p € neigh(p). Der Knoten p ist durch eine Kante
Yp,0(Yp) = p,t(y,) = p mit p verbunden. Da G transitiv auf allen Kanten Wirktﬂ, gibt es
ein g, € G, sodass g,y, = y4+ oder g,y, = y_ :=, wobei y_ := s~'j aus y; durch Inversion

'Da eine Schleife streng genommen aus zwei gerichteten Kanten y und § besteht, wirkt G nicht tran-
sitiv auf gerichteten Kanten. Solange wir jedoch beriicksichtigen, dass jede gerichtete Kante auf y oder g
abgebildet werden kann, bleibt das Argument korrekt
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und anschlieBende Verschiebung mit s~! hervorgeht.

Falls g,y, = y, dann ist g,p = t(g,y,) = t(y+) = sp = Gr = G(sp).

Falls 9oYp = Y- dann ist g,p = t(g,y,) = t(y-) = t(s7'y) = s7lo(y) = s7'p = Gp =
G(s'p).

Es kann also keinen dritten Nachbarn von G,p geben. [

Im Beweis des letzten Lemmas beobachten wir etwas interessantes. Die Bedingung, dass
der Graph ohne Inversion operiert, war notwendig, um zu garantieren, dass G,p minde-
stens 2 Nachbarn hat. Die Bedingung der Schleife war notwendig, um zu zeigen, dass G,p
maximal 2 Nachbarn hat.

Knoten aus G,sp, Gps™'p werden durch das s~ und das s auf G,p verschoben. Das s steht
dabei, wie wie in Kiirze sehen werden, fiir ein stabiles Zeichen einer HNN-Erweiterung.
Man kann zeigen, dass Gruppenwirkungen auf Bdumen, deren Quotienden Mehrfachschlei-
fen (wie in Abb. sind, mehr Nachbarn als 2 Nachbarknoten von G,p erlauben und
mit mehreren stabilen Zeichen, d.h. mit mehrfachen HNN-Erweiterungen assoziiert werden
konnen.

Im letzten Lemma fiihrten wir Bezeichnungen fiir spezielle Objekte ein. Da wir auf diese Be-
zeichnungen nachfolgend héufiger zuriickgreifen werden, ist es sinnvoll, diese eigenstéandig
zu definieren.

Definition 2.2.6. Sei 7' = (X,Y) ein Graph, auf dem eine Gruppe G ohne Inversion
operiert. Sei zudem der Quotientengraph 7'/G eine Schleife.

Ab sofort steht p fiir einen willkiirlichen aber festen Knoten aus X. y, = y,; ist eine
beliebige aber feste Kante mit o(y) = p.

Bezeichne mit s € G das in Lemma [2.2.5] genannte Element, welches p entlang y, ver-
schiebt. y_ = y_; := s~y bezeichnet die y. gegeniiberliegende Kante.

Um zukiinftig Fallunterscheidungen zu vermeiden, schreiben wir fiir y, und y_ auch y. mit
€= =x1.

Korollar 2.2.7. Sei T = (X,Y) ein Graph, auf dem eine Gruppe G ohne Inversion
operiert. Sei zudem der Quotientengraph T /G eine Schleife. Seien p,s wie in Definition

2.2.4.
Es gilt s°' gy., = Y, mit ; = £1,g € G, genau dann, wenn €1 # €2 und g € G

Yeo

44

Beweis. © = “: Angenommen ¢; = e, d.h. s°*gy., = ¥.,, dann wirkt s*'g mit Inversion
auf T'. Daher gilt e, # €.

S GYer = Yoy = S ey = GYe, = Yo = g € Gy,

“ = “:Gelte g # e9,9 € Gy, Dann ist s gy., = 7y, = Yo, ]

Lemma 2.2.8. Se: T = (X,Y) ein Graph, auf dem eine Gruppe G ohne Inversion operiert.
Sei zudem der Quotientengraph T'/G eine Schleife.

Dann ist G, U{s} ein Erzeugendensystem von G genau dann, wenn T zusammenhdingend
15t.
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Beweis. Sei p, s wie in Definition 2.2.6] Sei G, U {g; : i € I} das Erzeugendensystem wie
in Lemma [2.2.4] definiert.

Schreibe einen Nachbarsknoten p; € neigh(p) als g;p. Da p; € G,s~'p oder p; € G,sp gilt
gi = grs oder g; = g,s~! fiir ein g, € G,. Somit ist G, U {s,s™'} ein Erzeugendensystem
von G.

Die Erzeugendensysteme G, U {g; : i € I} und G, U {s, s} erzeugen die gleiche Gruppe.
Damit gilt die Aquivalenz nach Lemma . O]

Wir konnten von wenigen Informationen dariiber, wie eine Gruppe G auf einem Gra-
phen wirkt, ein kleines Erzeugendensystem angeben, das die Gruppe erzeugt.
Der néchste Schritt ist, eine Normalform aus den Erzeugern zu finden. Normalformen sind
iiblicherweise hilfreich, um zu identifizieren, wann Worter der Erzeuger als das gleiche
Gruppenelement evaluieren. In unserem Fall wird die Normalform strukturgleich mit Brit-
tons Normalform fiir HNN-Erweiterungen sein. Daraus schliefen wir, dass unsere Gruppe
eine HNN-Erweiterung ist.
Um die Verbindung zwischen Gruppenwirkung und Normalform aufzubauen, identifizieren
wir einen Ausdruck einer Normalform mit einem Pfad ohne Zuriickverfolgung durch den
Baum, auf dem die Gruppe wirkt. Da Baume zyklenfrei und zusammenhéngend sind, ist
die Normalform wohldefiniert. Wir illustrieren das generelle Vorgeben am Beispiel Vi*
(Abbildung: [2.6):
Wir suchen die Normalform eines Gruppenelements, das den mittleren Knoten auf den
griinen Knoten verschiebt. Diese eindeutige Normalform erhalten wir, indem wir die Grup-
penelemente, die den mittleren Knoten entlang des Pfades verschieben, geschickt zusam-
mensetzen. Zuletzt multiplizieren wir den Ausdruck mit einem korrigierenden, “rotieren-
den® g,.1.

Satz 2.2.9. Sei T = (X,Y) ein Graph, auf dem eine Gruppe H ohne Inversion operiert.
Sei zudem der Quotientengraph T/G eine Schleife.

Die Darstellung eines Elements wie in Brittons Lemma existiert und ist eindeutig genau
dann, wenn T zusammenhdngend und zykelfrei ist. Die Darstellung ist:

Sei p,yy,y— und s wie in Definition [2.2.6 Notiere G = G, A = G, ,B = G,_. Fir
gegebene Reprasentantensysteme Ry von G/A und R von G/B (mit dem neutralen Ele-
ment als Reprdsentant von A und B) kann jedes Element h € H eindeutig als Produkt
geschrieben werden:

h =1r1s"res™ . 1, gnaa

mit €, = £1,g,01 € G. Zudem r; € Ra, wenn €; = +1 und r; € Rg, wenn € = —1.

Auferdem enthilt der obere Ausdruck kein Teilwort stes oder ses™!.

Beweis. Der Beweis nutzt Teile des Beweises von Brittons Lemma aus [SW79).

Behauptung 1: p und p,, := hp sind durch einen Pfad ohne Zuriickverfolgung der Lange
n verbunden. Der Pfad verlduft durch die konsekutiv benachbarten Knoten (p;)icyo,..n} =
(7"1351...Tiseip)l-e{own}. Da wir bei T" von einem Mehrfachgraphen ausgehen, der mehrere
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Abbildung 2.6: Aquivalenz von Zusammenhang+Zyklenfreiheit und Normalform bei Vik iy

Kanten zwischen zwei Knoten haben kann, ist der Pfad durch die Knoten noch nicht ein-
deutig definiert. Wir definieren ihn daher durch:

(Yi)ie(t,.ny = (P87 oric1S™ Y )ic 1y
Wir zeigen, dass der Pfad zwischen den Knoten (p;)icqo,...n} verlduft.

€1

o(r1$7 . ri_187 e, ) = st sTr0(ye,)

€1

=187 1sTrp
=rystri1sSp
= Pi-1

t(rys™ 18T e, ) = st STt (ye,)
= r18°tr_ 18T (5 p)

= Di

(Yi)ieq1,...n} ist ein zudem Pfad ohne Zuriickverfolgung. Fiir eine Riickverfolgung muss
némlich gelten ;1 = ;. d.h. ris®ris¥ir e, = risShr 185y, = 18T ST
Uey <= S7i41Ye,,, = Y=, Das ist nach Korollar nur dann moglich, wenn &;,1 # ¢;
und 1 € Gyei+1 = ri;1 € Aoder r;.1 € B = 71,41 = e, also wenn der Ausdruck ein

Teilwort s~tes oder ses™! enthélt.

Behauptung 2: Es ist moglich, die Normalform von oben schrittweise zu konstruieren,
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indem man wie in Behauptung 1 impliziert einem Pfad folgt. Sei (y1, ..., y,) ein Pfad oh-
ne Zuriickverfolgung durch die Knoten (p,py,...,p,) definiert. Dann gibt es bis auf ein
variables ¢,.1 € G nur einen einzigen Ausdruck der Form

h =1r18res™ . 1y s gnaa

sodass die Normalform-Voraussetzungen fiir r; und ;, hp = p,, und r1 5 ..., 15511y, = y;
fiir alle y; des Pfades erfiillt sind

Zeige dies durch Induktion iiber die Pfadlénge n:

Fiir n = 0 ist g1 € G das einzige Element der gesuchten Form.

Fiir n = 1 sind die Knoten p und p; Nachbarsknoten und es gibt ein eindeutiges ;5!
sodass 71y, = y1 und 15 gop = p; mit g, € G.

Fiir n > 1: Betrachte den Teilpfad (yi, ..., y,—1) zwischen p und p,_;. Nach Induktionsvor-
aussetzung ist h' = ri1s°1rys®2...r,_ 18" 1g, mit beliebigem g, € G der einzige Ausdruck,
der p entlang des Pfades verschiebt.

Wir versuchen nun p,,_; auf das benachbarte p, abzubilden. Jedes Element, das dies tut,
kann dargestellt werden als h'r,, 5 g, .1 h'~! fiir ein bestimmtes g,+; € G. Durch Verkettung
erhalten wir ein Gruppenelement, welches p erst auf p,_; und dann auf p,, schiebt:

(W'rps gyt KR = R'rps™ gnyr = (11871155 ) T8 Gns1 (2.1)

Es gilt die Konjugationsrelation: Fiir eina € A: 3b € B : s7las = b <= as = sb und
analog bs™! = s7'a. Wir nutzen diese Relation, um in die gewiinschte Form zu bringen.
Fiihre erstmal eine Fallunterscheidung durch:

Ist €, = +1, so schreiben wir g,r, = rqa fiir ein r, € Ra,a € A. Es gibt ein b € B, sodass
gilt:

(r187 ey 18" ) g8 g1 = (1187 o187 )reas™ gnia (2.2)

=118 18T ST (D) (2.3)

Im Fall ¢, = —1 kann man analog verfahren.

Der gerade hinzugefiigte Term 7,5 (bg,+1) soll aber nicht nur p,_; auf p, abbilden, son-
dern auch zusétzlich dem Pfad y,, folgen. D.h. er soll y,, = (18 ...r,_18"" 1 )ryy., erfiillen.
Bei fixem vorderem Teil (r;s'...r,_15°') existiert ein eindeutiges r4 € R4 sodass die
Gleichung gilt.

Der Ausdruck ist bis auf das hinterste bg, 1 eindeutig. Wiirde man némlich ein belie-
biges Zeichen aus r1s°'...r, 15"~ 'r,s°" verdndern, so wiirde sich ebenfalls der aus Behaup-
tung 1 resultierende Pfad verandern. Da der Ausdruck aus einem Pfad ohne Zuriickverfol-
gung resultiert, gilt yi41 # ¥ = s°7i41Ye,,, # Y, und somit gibt es nach Korollar m
kein Teilwort ses~! oder s~!es.

Wir zeigen nun die Aquivalenz von Existenz & Eindeutigkeit der Normalform und Zu-
sammenhang & Zykelfreiheit des Graphen, auf dem die Gruppe operiert.
“ = “:Ist die Normalform fiir h € H existent und eindeutig, kann nach Behauptung 1
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ein Pfad ohne Zuriickverfolgung von p zu hp konstruiert werden. Es kann nur einen solchen
Pfad geben, da man sonst nach Behauptung 2 eine zweite Normalform fiir A konstruieren
konnte.

“ = “: Ist der Baum zusammenhéingend und zykelfrei, gibt es von einem Knoten p
genau einen Pfad ohne Zuriickverfolgung zu einem anderen Knoten hp fiir h € H. Fiir
diesen Pfad lasst sich nach Behauptung 2 eine eindeutige Normalform konstruieren. O

Satz 2.2.10. Sei T = (X,Y) ein Baum, auf dem eine Gruppe H ohne Inversion operiert.
Sei zudem der Quotientengraph T'/G eine Schleife.

Dann ist H eine HNN-Erweiterung: H = Gp*Gy+ zu der Isomorphie ¢ : Gy, — Gy_,a
s las.

Beweis. Nach Satz kann jedes Element h € H in Britton’s Normalform geschrieben
werden. Sei Gp*g, eine HNN-Erweiterung. Nach Britton’s Lemma kann jedes Element
ebenfalls in einer eindeutigen Normalform geschrieben werden. Die beiden Normalformen
sind strukturgleich, was nach einer Identifizierung der Erzeuger (G, U {s}) eine bijektive
Abbildung ¢ : Gp*gy+ — H induziert. ® bildet ein Gruppenelement in Normalform aus
Gp*Gy+ auf das Gruppenelement mit der gleichen Normalform aus H ab. Um zu zeigen, dass
die Abbildung ein Isomorphismus ist, benttigen wir noch die Homomorphieeigenschaft.

Nach Identifikation der Erzeuger wie oben beobachten wir, dass ® alle Relationen der
HNN-Erweiterung Gy*g,, achtet: Fiir g, h € G, gilt ®(g)®(h) = ®(gh) da |g, = Id. Fiir
a € Gy, : D(sH)P(a)P(s) = s tas = p(a) = ®(p(a)), da Gy, Gs-1, C G,. Damit ldsst sich
®|c,uqs) auf den gesuchten Isomorphismus @ fortsetzen. O

Wir wollen nun Satz umkehren und zu einer HNN-Erweiterung einen Baum mit
Gruppenoperation konstruieren.
Der letzte Satz und die vorherigen Lemmata zeigten, dass wenn eine Gruppe G auf einem
Baum operiert, dass dann G = G,*g, als HNN-Erweiterung geschrieben werden kann
mit G = G, Stabilisator eines Knotens p € X und A = G, Stabilisator einer Kante
y € Y,o(y) = p. In dem Falle gibt es wohldefinierte Bijektionen H/G — X, hG — hp und
H/A — Y hA — hy.
Somit ist es naheliegend, einen Graphen auf folgende Weise zu definieren:

Definition 2.2.11. I'y = (X,Y) sei der Graph der HNN-Erweiterung H = G*,4 zu der
Isomorphie ¢ : A — B. I'y ist definiert durch:

X=H/G,Y =H/AUHJA

Die Verbindungen zwischen Knoten und Kanten sind gegeben durch die Start- und End-
funktionen o : ¥ — X, ¢t : Y — X. Es soll gelten o(A) = G und t(A) = sG. Eine
Verschiebung einer Kante durch ein Gruppenelement h € H soll Start- und Endknoten mit
verschieben. Daher definieren wir

o(hA) = hG,t(hA) = hsG
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und fiir die inversen Kanten:

o(hA) = hsG,t(hA) = hG

Die Start- und Endfunktionen sind wegen A C G wohldefiniert.

Auf I'yy gibt es eine natiirliche Gruppenwirkung, definiert durch g - hG = (gh)G,g - hA =
(gh)A fiir g,h € H. Die Gruppenwirkung operiert ohne Inversion, da eine Kante nicht
durch Operationen auf ihr Inverses abgebildet werden kann. Der Quotientengraph ist eine
Schleife, da die Gruppe transitiv auf H/A und transitiv auf H/A wirkt.

Wir konnten fiir die HNN-Erweiterung einen Graphen konstruieren. Damit dieser auch
ein Baum ist, bleibt zu zeigen, dass er zusammenhéngend und zykelfrei ist. Gliicklicher-
weise waren die Lemmata allgemein genug formuliert, dass wir den Satz direkt formulieren
konnen.

Satz 2.2.12. Sei H = G4 eine HNN-Erweiterung. Dann gibt es einen Baum T = (X, Y),
auf dem Gx 4 operiert.

Beweis. Der Kandidat fiir den Baum ist der Graph der HNN-Erweiterung I'y.
Die Elemente von H kénnen in Brittons Normalform geschrieben werden, damit ist I'y
nach zusammenhéngend. Brittons Normalform von H ist eindeutig und damit ist ['y

nach zykelfrei. [



Kapitel 3

Konstruktion einer Gruppe mit
unlésbarem Wortproblem

3.1 Turingmaschinen

Eine Turingmaschine ist ein mathematisches Modell eines Computers. Turingmaschinen
kénnen wie Computer programmiert werden, bestimmte Algorithmen durchzufithren und
eignen sich damit hervorragend dazu, Algorithmen zu untersuchen oder herauszufinden,
welche Aussagen iiberhaupt durch Algorithmen getroffen werden kénnen.

Es gibt viele verschiedene Konventionen, eine Turingmaschine zu definieren. Fiir unsere
Zwecke ist die Definition wie in [TT36] am niitzlichsten. Es wird davon ausgegangen, dass
der Leser bereits mit Turingmaschinen vertraut ist. Im Folgenden wird die Turingmaschine
nédmlich nur eingefiithrt, um Parallelen mit der Modularen Maschine aufzuzeigen.

Definition 3.1.1. Wir definieren Turingmaschinen nach [T*36] als eine Menge von Konfi-
gurationsibergingen der Form (¢, a;, a;, ¢s, D) iiber einem endlichen Bandalphabet ¥ und
tiber einer endlichen Menge von Zusténden Q und fordern ¢, ¢s € Q, a;,a; € ¥, D € {L, R}
Der Einfachheit halber identifizieren wir das Bandalphabet und die Zustandsmenge mit
natiirlichen Zahlen: ¥ ={0,...,n},Q={n+1,...m}

Eine Turingmaschine soll zu jedem Zeitpunkt maximal einen méglichen Konfigurationsiiber-
gang besitzen. D.h. Fiir alle ¢,, a; gibt es maximal ein (q,, a;, a;, gs, D).

Definition 3.1.2. Eine Konfiguration (...ugulqAavlvg...) umfasst die Information des Ban-
des ...usujavivsy..., das Zeichen a der aktuellen Position . auf dem Band und den aktuellen

Automatenzustand der Maschine gq.

Jeder Konfigurationsiibergang gibt das Verhalten der Turingmaschine fiir eine bestimm-
te Konfiguration vor: Befindet sich der Automat der Turingmaschine im Zustand ¢, und
lieit das Zeichen a; auf dem Band, so soll sie das Zeichen ¢; auf das Band schreiben, in
den Zustand ¢, wechseln und das Band entweder nach links oder nach rechts verschieben.
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Definition 3.1.3. Gibt es fiir eine Konfiguration keinen anwendbaren Ubergang, nennen
wir die Konfiguration terminal.

U | U

1@ v fvefus|--- s U2 QUL | 45 v U2 | Us
Lese-/Schreibekopf

Néchster Ubergang: (gr,ai,aj,qs, R) Nachster Ubergang:

Abbildung 3.1: Anwendung eines Konfigurationsiibergangs

Definition 3.1.4. Sei 7 eine Turingmaschine. Das Halteproblem ist die Menge der Ein-
gabekonfigurationen

Hr = {(..uguiqavvy...) : T hilt fir diese Eingabe}

Definition 3.1.5. Eine Aussage heift entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der
beantworten kann, ob die Aussage gilt oder nicht.

Satz 3.1.6. Es gibt eine Turingmaschine T, sodass das Halteproblem Hr nicht entscheid-
bar ist.

Beweis. Siehe [TT36] O

Bemerkung 3.1.7. Es ezistiert eine intuitive Fassung von Turings Beweis. Angenommen,
das Halteproblem wdre entscheidbar. Dann existiert eine Turingmaschine H, die eine be-
liebige Turingmaschine T und eine beliebige Eingabe x “isst“. H gibt 1 zuriick, wenn T fiir
die Eingabe x hdlt und 0, wenn T' nicht hdlt.

Wir konstruieren nun eine neue Maschine H+: H+ nimmt eine Turingmaschine T und
eine Fingabe x entgegen und wirft sie in H ein. Gibt H 1 zuriick, dann geht H+ in eine
Endlosschleife, gibt H 0 zuriick, dann halt H+.

Wir provozieren nun einen logischen Widerspruch, indem wir H+ als Turingmaschine und
als Eingabe in sich selbst einsetzen. H berechnet nun, ob H+ bei seiner eigenen Eingabe
hdlt oder nicht.

Angenommen H+ hdlt, dann gibt H den Wert 1 aus und H+ geht in eine Endlosschleife.
Angenommen H+ hdlt nicht, dann gibt H den Wert O aus und H+ hdlt. Demnach kann
das Halteproblem nicht entscheidbar sein!

3.2 Modulare Maschinen

Eine Modulare Maschine ist eine Maschine, die sich durch Abstraktion einer Turingma-
schine ergibt. Das Bandalphabet wird wie eben durch die Zahlen 0,1, ...,n und die Menge
der Zustdnde durch die Zahlen n + 1,...,m — 1 identifiziert. 0 steht hierbei fiir das leere
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Feld des Bandes (Blank).
Da sowohl Turingmaschinen als auch Modulare Maschinen aus einer Menge von Konfi-
gurationsiibergéingen bestehen, die zwischen Konfigurationen wechseln, unterscheiden sich

die Maschinen nur geringfiigig voneinander. Wir fiithren hier Modulare Maschinen wie in
[ACR()] ein.

Definition 3.2.1. Eine Konfiguration einer Modularen Maschine enthélt Band und Zu-
standinformationen. Sie enthilt die Informationen

e des Bandes links des Zeigers u =Y .2 uym’ € N:

e des aktuellen Zeichens unter dem Zeiger a € {0,...,n}

e des aktuellen Zustands des Automaten ¢ € {n +1,....,m — 1}
e des Bandes rechts des Zeigers v = > ;- juym’ € N

Die Informationen u,a,q,v werden als ein 2-Tupel (um + a,vm + q) € N? oder (um +
q,vm + a) € N? verkiirzt. Beide Darstellungen einer Konfiguration sind austauschbar und
wir werden beide je nach Kontext nutzen. Beobachte, dass aufgrund von a < ¢ die linke
Notation fiir Konfiguration aus der rechten rekonstruiert werden kann und umgekehrt.

Die Bandinformationen u und v werden als Zahlen eines n-dren Stellenwertsystems
kodiert. Hierbei werden die Bandfelder nah am Zeiger mit Stellen niedriger Potenz identi-
fiziert. Die Kodierung mit einem Stellenwertsystem ist moglich, da zu jedem Zeitpunkt nur
endlich viele Felder des Bandes mit nicht-leeren Zeichen beschrieben sind. Die Modulare
Maschine wird in Abbildung wie die Turingmaschine visualisiert.

Die Tatsache, dass wir zwei Darstellungen fiir die gleiche Konfiguration wéahlen konnen,

U QU1 a Jv1Jv2]vs

Wp

Abbildung 3.2: Konfiguration (um + a,vm + q)

weist auf einen wesentlichen Unterschied zwischen Turingmaschinen und Modularen Ma-
schinen hin: Turingmaschinen unterscheiden zwischen Bandzeichen und Zusténden. Bei
der Modularen Maschine hingegen sind Bandzeichen und Zustédnde austauschbar. Nach
Vergessen von n, sind sie sogar ununterscheidbar.

Definition 3.2.2. Ein Konfigurationsiibergang einer Modularen Maschine enthélt die In-
formationen

e des gelesenen Bandzeichens a € {0, ...,n}
e des zu schreibenden Bandzeichnes o’ € {0, ...,n}

e des aktuellen Automatenzustandes der Maschine ¢ € {n+1,....m — 1}
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e des neuen Automatenzustandes der Maschine ¢ € {n +1,...,m — 1}
e der Bewegungsrichtung des Bandes D € {L, R}

Die Informationen werden durch 2 austauschbare 4-Tupel (¢, a, ¢, D) = (¢,a,a’'m + ¢, D)
bzw. (a,q,c, D) = (a,q,a'm + ¢, D) verkiirzt.

Definition 3.2.3. Eine Modulare Maschine besteht aus m € N Zeichen sowie einer Menge
von Konfigurationsiibergingen der Form (a,b,c, D) mit 0 < a,b < m, 0 < ¢ < m?,
D € {L, R}. Jeder Konfigurationsiibergang ist eindeutig, d.h. fiir jedes a, b gibt es maximal
ein 4-Tupel, welches mit a, b beginnt.

Definition 3.2.4. Die Anwendung eines Konfigurationsiibergangs mit Rechtsbewegqung
(a,b,a’'m+ ¢, R) auf die Konfiguration («, 8) = (um + a,vm + b) ergibt die neue Konfigu-
ration (um? + a'm + ¢, v).

Die Anwendung eines Konfigurationsibergangs mit Linksbewegung (a,b,d’,q, L) auf die
Konfiguration (a, 8) = (um + a,vm +b) ergibt die neue Konfiguration (u,vm? +a'm+ ¢').

Die Anwendung eines Konfigurationsiibergangs von (aq, 1) zu (as, f2) durch eine Mo-
dulare Maschine M wird mit (o, £1) M (cva, B2) bezeichnet.

U QUi a v jv2juvs|--- e lulur g FV1 V2] Vs
Néichster Ubergang: (¢,a,a'm + ¢, R) Nichster Ubergang: ...

Abbildung 3.3: Anwendung eines Konfigurationsiibergangs mit Rechtsbewegung

Usturjtafvijovejovs|--- e lulur g fVL V2 | U3
Néichster Ubergang: (q,a,a'm + ¢, L) Néchster Ubergang: ...

Abbildung 3.4: Anwendung eines Konfigurationsiibergangs mit Linksbewegung

Definition 3.2.5. Eine Konfiguration, auf die kein Konfigurationsiibergang angewendet
werden kann, bezeichnen wir wie bei der Turingmaschine als terminal.
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Definition 3.2.6. Nach jeder Anwendung eines Konfigurationsiibergangs lasst sich so
lange ein eindeutiger Konfigurationsiibergang anwenden, bis eine terminale Konfiguration
erreicht ist. Existiert eine endliche Folge von Anwendungen

(a1, 81) 22 ... X (o, By)

*

mit (o, B,) terminal, so nennt man sie eine Berechnung von M und kiirzt sie mit (aq, 51) =

(o, By) ab.
Wir bezeichnen («,, 8,) als die Ausgabe von M zur Eingabe (o, ).

Definition 3.2.7. Das Halteproblem einer Modularen Maschine M sind alle Eingabekon-
figurationen, fiir die eine Berechnung existiert, d.h. die nach endlich vielen Konfigurati-
onsiibergdngen in einer terminalen Konfiguration enden.

Hy o= {(01,8) : (a1 1) 2 (0, B,), (. By) terminal

Satz 3.2.8. Fiir jede Turingmaschine T kann eine Modulare Maschine M konstruiert
werden, sodass die Ausgabekonfigurationen von T und M fiir eine FEingabekonfiguration
gleich sind.

Fine Konfiguration (...uguiqavivs...) einer Turingmaschine ist gleich den beiden Konfigu-
rationen einer Modularen Maschine (upm~+ang, vam—+qu) und (upm—+qu, vpm—+an),
wenn

o die aktuellen Zustinde der Maschinen gleich sind: gv = q

e die Zeichen unter dem Lese-/Schreibkopf gleich sind: ary = a

e die Zeichen links des Lese-/Schreibkopfes gleich sind: uap =Y ;_; uym’
e die Zeichen rechts des Lese-/Schreibkopfes gleich sind: vy = >, vym’

Beweis. Sei T definiert als Menge von Konfigurationsiibergéngen der Form (¢,, a;, a;, ¢s, D)
iiber einem Bandalphabet ¥ und Zustdnden Q. Sei M die Modulare Maschine mit m :=
|X| + |Q| bestehend aus den Konfigurationsiibergéngen

{(ai7q’r‘7ajm + qsvD)a (QT‘7ai7ajm + qS7D) : Fur (qraa’iaaja qs, D) aus T}

Fiir eine gegebene Eingabekonfiguration fiihrt die Anwendung des néchsten Konfigura-
tionsiibergang bei der Turingmaschine und bei der Modularen Maschine in eine gleiche,
neue Konfiguration. Nach Induktion iiber die Zahl der Rechenschritte sind damit auch die
Ausgabekonfigurationen gleich. ]

Korollar 3.2.9. FEs gibt eine Modulare Maschine M, sodass das Halteproblem H g nicht
entscheidbar ist.
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Beweis. Es existiert eine Turingmaschine, fiir die das Halteproblem nicht entscheidbar
ist. Diese Turingmaschine lésst sich in eine Modulare Maschine M umwandeln. Wére bei
der resultierendenden Modularen Maschine das Halteproblem entscheidbar, so hiatte man
eine Moglichkeit gefunden, das Problem fiir die Turingmaschine entscheidbar zu machen.
Demnach ist das Halteproblem fiir M nicht entscheidbar. [

Korollar 3.2.10. Es gibt eine Modulare Maschine M, sodass das Problem

Hugo = { (0, 31) : (a1, ) 24 (0,0)}
mit terminaler Konfiguration (0,0) nicht entscheidbar ist.

Beweis. Sei M’ eine Modulare Maschine, die aus einer Turingmaschine mit unlésbarem
Wortproblem erzeugt wurde. Wir hingen an M’ eine Modulare Maschine N/ an, die das
Band leert und dann in die Konfiguration (0, 0) wechselt, wenn M’ hélt. O

3.3 Kodierung der Maschine

Wit kommen nun zum Kern der Arbeit. Eine gegebene Modulare Maschine M soll nun
wie im Paper von [Sim05] in eine Gruppe umgewandelt werden.

Wir definieren dazu eine spezielle Gruppe G. GG enthélt Untergruppen, die mit Konfiguratio-
nen von M korrespondieren. Durch HNN-Erweiterungen verbinden wir die Untergruppen
miteinander. Dadurch simulieren wir die Konfigurationsiibergéinge von M.

Definition 3.3.1. Unser Ausgang ist die Gruppe der trivialen Modularen Maschine, defi-
niert durch:
G=(t,z,y | zy = yx)

Die eben definierte Gruppe korrespondiert mit einer Modularen Maschine ohne Zu-
standsiibergénge. Daher erhélt sie ihren Namen.

Definition 3.3.2. Die Untergruppe einer Konfiguration (a, f) = (um + a,vm + ¢q) ist die
Untergruppe T, 5 := {t(a, B)) fiir t(a, B) = x~ %y Ptacy?
Die Untergruppe aller Konfigurationen ist die Untergruppe T = (t(«, ) : 0, 5 € Z)

Um Berechnungen elegant zu halten, wird die Untergruppe einer Konfiguration nicht
exakt als eine Untergruppe verstanden, die eine bestimmte Konfiguration kodiert. Wihrend
(um~+a,vm-+q) und (um-+q,vm-+a) (mit a < q) die gleiche Konfiguration bezeichnen, sind
die Untergruppen Tym+tavmtq UNd Lypmtgom+q unterschiedlich zu behandeln. Wir nehmen
diese Vereinfachung vor, damit wir fiir spatere Definitionen keine Fallunterscheidungen
einbauen miissen.

Die Gruppe G und die Gruppe T, g ldsst sich in einem Cayley-Graph visualisieren. (Abb.
. G besitzt als Untergruppe (z,y) = Z?, welches fett eingezeichnet ist. Von jedem
Element aus Z? zweigen zwei neue Kopien von Z? ab. Die beiden Instanzen erreicht man
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durch Anmultiplizieren von ¢ bzw. t~1.
Das Element ¢(1,1) = = 'y~ 'tz'y’ erhilt man, indem man der dunklen roten Linie folgt.
Die anderen roten Knoten bilden die Untergruppe 77, = (#(1,1)). Wie man erkennen

kann, haben die Untergruppen 7T g einer Konfiguration die Form eines “Turmes® iiber
dem Element z%y°.

Abbildung 3.5: Der Cayley-Graph der Gruppe GG

Um bei einer Turingmaschine oder einer Modularen Maschine den néchsten Konfigu-
rationsiibergang anzuwenden, sind die Informationen des Bandes links und rechts vom
Lese-/Schreibkopf nicht notwendig. Das motiviert uns, eine Untergruppe zu definieren,
welche Bandzeichen, die weit genug vom Lesekopf entfernt sind, vergisst.

Definition 3.3.3. Die reduzierte Untergruppe einer Konfiguration (o, ) = (um!+u’, vm™+
/ [e%S) i -1 i ) i r—1 i .
V) = Qo uemt 4 Y g umt, Yy vmt ) — g vym?) st definiert durch:

-1 r—1
lr  _ il ._ l o r T
Tu,’v, = TZi;éuimi,Zf;ol o <{t (um + EO u;m', om” —+ EO vim' | tu,v € Z
1= 1=

Schreibe (o, ) = (D oipuim’, > 2 vim’) als ULty VUL (Unterscheide aktuellen

Zustand und aktuellen Zeichen wug, vy durch ug < vy, g.d.w. ug Zeichen). Ist [, = 1, so ver-
gisst T,»! - alle Informationen, die weiter als 1 Feld links des Dreiecks und weiter als 1 Feld

rechts des Dreiecks liegen. Tj(fvo enthélt ndmlich alle Untergruppen einer Konfiguration,
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fiir die die beiden Felder links und rechts neben dem Dreieck gleich sind. T}, ist daher
die Untergruppe aller Konfigurationen der Form *Uo , Vo

Allgemeiner vergisst TllL’,Tv, alle Informationen, die weiter als [ Felder links des Dreiecks und
weiter als r Felder rechts des Dreiecks liegen. Es korrespondiert mit allen Konfigurationen
der Form *ul,l...ulquvoful...'U,_l*

Die Definition von T/, besteht aus unendlich vielen Erzeugern. Wir wiinschen uns

eine Gruppe, die wie Tli’,rv, die Konfigurationsinformationen ohne Band kodiert, jedoch aus
endlich vielen Erzeugern besteht. Hierfiir definieren wir die vereinfachte Untergruppe einer
Konfiguration:

Definition 3.3.4. Die wvereinfachte Untergruppe einer Konfiguration (o, ) = (um! +
u',om” + v') ist definiert durch:

GL’,TW, = <t(u’, o), 2™, ymr>

Das [,r im Exponenten von GZ,TU, erfiillt den gleichen Zweck wie bei TllL’,rv,. Die Unter-
gruppe korrespondiert mit allen Konfigurationen der Form HUL— 1. WU VUL Up—1 -

, =TNGr

u v

Lemma 3.3.5. Es gilt T"

u’ v

Beweis. “ C “: Fiir eine Konfiguration (um! + ', vm” + ') ist t(um! + v/, vm" +v') =
x—uml+u’y—vm7'+v’t$uml+u’yvm""+v’ — x—umly—vmrt(ul’ U/)xumlyvmr e Gl,z" N

“D “:Bsgilt 2%t(a, B) = t(a—k, B)x* und y*t(a, B) = t(a, B—k)y* fiir k € Z. Somit kann
jedes Element von Gi’; in die Form gz*™ y*m" mit g € T qi’,?:v/ (fiir ky, ks € Z) umgewandelt
werden.

Da G keine Relation enthélt, durch die man das Zeichen ¢ entfernen konnte, enthélt ein
Wort w aus den Generatoren von 7" {t(a, B) = =%y Pty : o, B € Z} genau dann kein

t, wenn w das neutrale Element ist. Somit gilt x’“mlyk?mr ¢ T fir alle ky,ky € Z —
gk ke’ e T oy ko = 0. O

Lemma 3.3.6. Es gibt einen Isomorphismus ij:v, > (. In Folge sind jeweils zwei ver-
einfachte Untergruppen einer Konfiguration zueinander isomorph.

Des Weiteren gibt es einen Isomorphismus zwischen der Gruppe aller Konfigurationen und
der reduzierten Untergruppe einer Konfiguration: Ti’,fv/ =T.

Beweis. Intuitiv hat Gifv, die gleiche Struktur wie G. Es besteht aus einer Z2-Ebene, bei
der von jedem Punkt weitere Ebenen nach oben und unten abspalten.
Betrachte den Homomorphismus ¢ : G — Gifv/, induziert durch die Bilder der Erzeuger

o(z) = 2™ o(y) =y™, o(t) = t(v,v'). Der Homomorphismus ist wohldefiniert, da er alle
Relationen von G erhilt: o(z)p(y) = 2™ y™ = o(y)p(z).

Aus einem Element aus den Erzeugern ¢(u’,v'), 2™ 4™ kann ein eindeutiges Urbild rekon-
struiert werden. Somit ist ¢ ein Isomorphismus.
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Die gleiche Abbildung, eingeschrinkt auf die Untergruppe T, ergibt einen Homomorphis-
mus, der den Erzeuger t(u, v),u, v € Z von T auf den Erzeuger z ="'y~ t(u/, v/ )z y*v" =
t(um' + /', vm” +v') von Tzi’,fv, bijektiv abbildet. Somit ist | : T" — Tzi’,fv, ein Isomorphis-

mus. [
ermoglicht das Bilden einer HNN-Erweiterung, die verschiedene G;’:U, konjugiert.
Definition 3.3.7. Fiir eine gegebene Modulare Maschine
M ={(qi; ai,aym + ¢}, R) i € I} U{(q;,a5,a5m+q},L): j € J}

konstruieren wir aus G eine Gruppe G, durch mehrfache HNN-Erweiterung:
Fiir jeden Konfigurationsiibergang, der den Lese-/Schreibkopf nach rechts bewegt (i € I)

konjugieren wir mithilfe eines stabilen Zeichens r; die beiden Untergruppen ¢; : G}lfqi

GZ}:;L 0" Konkret fiigen wir der Gruppe G die Generatoren r; und die Relationen
it (aq, by)r = t(aim + ¢}, 0)
Ty LM T, = M
oyt =y
hinzu.

Fiir jeden Konfigurationsiibergang, der den Lese-/Schreibkopf nach links bewegt (j € J
konjugieren wir mithilfe eines stabilen Zeichens [; die beiden Untergruppen 1, : G5!

aj,q;
Gg’z, g Konkret fiigen wir der Gruppe G die Generatoren [; und die Relationen
k) J 7
lj_lt(aj, bj)lj = t(O, a;-m + q;)

—1,.M

el =x

lj—l yM lj _ yM2
hinzu.

In der letzten Definition konjugierten wir die Gruppen G}zﬁqi — G2}0 /- Die Gruppen
korrespondieren mit einer Menge von Konfigurationen und durch die Konjugation erhélt
man eine natiirliche Abbildung zwischen Konfigurationen der Form *aiAbi* > *aéqﬁA*.

Wir zeigen spéter, dass das Konjugieren des Elements ¢(«, ) tatséchlich mit der Anwen-

dung eines Konfigurationsiibergangs («, /3) M (o, B1) vertrédglich ist.

Korollar 3.3.8. Die Gruppe G ist endlich prdsentiert.

3.4 Unlosbarkeit des Wortproblems

Im letzten Abschnitt konstruierten wir fiir eine Modulare Maschine M eine Gruppe G .
M bezeichne im folgenden Abschnitt eine Modulare Maschine mit unlésbarem Problem
H . Wir zeigen nun, dass das Wortproblem einer Gruppe in Gy nicht entscheidbar ist.
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Definition 3.4.1. Definiere

Ty = (ta, ) : (a, 8) € Hap) € G
als die Untergruppe aller Konfigurationen, deren Ausgabe (0,0) ist

Definition 3.4.2. Die Pseudo-HNN-Erweiterung einer Untergruppe U € G (wie in|1.2.11])
beziiglich der HNN-Erweiterung G+ wird mit Ux a4 bezeichnet.

Lemma 3.4.3. Die Untergruppe Ty, , ist gut (wie in definiert) beziiglich der HNN-
Erweiterung G . Somit gilt nach Britton’s Lemma Tryo © Ty o*M-

Beweis. Wir benutzen Lemma [3.3.5]

©i(THp N Gclzlb) = 0i(Thp, NTN Gi 1b )

Z(THMO al,,lb,)

©i((t(um + a;,vm + b;) : (um + a;,vm +b;) € Haqp))
= @;({t(um® + ajm + ¢},v) : (um® + ajm + ¢},v) € Hamyp))
- THM o N Trig ! 4b;,0
= Ty, NT NG,

ma/,+b;,0
o 2,0
- THM 0 Gma "4+b;,0

THM 0 N SO(Ga“ Z)

Der Beweis fiir die linksbewegenden 1; verlauft analog. O

Das folgende Lemma besagt, dass wir durch Riickwértsanwendung von Konjugationen
von Tp alle Konfigurationen in Ty,, , aus der Konfiguration (0, 0) reproduzieren kénnen.

Lemma 3.4.4. THMyo*M = TO,O*M
Beweis. 2 ist einfach, da Too = (£(0,0)) € Try, o € Thpo*m-
Fiir C ist es ausreichend, t(«, 5) € Ty o*nm fur alle (o, 8) € Haqo zu zeigen. (o, 8) € Hao

gilt genau dann, wenn es eine Berechnung (o, ) M (v, B1) M4 (0,0) gibt. Wir zeigen
die Inklusion durch Induktion iiber die Lange der Berechnung. Fiir (o, ) = (0,0) gilt
offensichtlich t(«, 8) € Too C To 0% m-

Angenommen (a, ) M (a1, B1) ist eine Anwendung des Konfigurationsiibergangs (aj;, b;,
aim + ¢, R). Es gilt

t(a, B) = a~ %y Ptay’
y—vm—bi txum—i—ai yvm+bi
um, vm

—_ xfumyfvm (xfaiyfbitxaiyb ) T y

—um—a;

=X
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und damit

7”1-_1?5(04,5)7"1' — ri_l (x—umy—vmt(a“ b )xumyvm)
= (ri_la:_“mn) (7“1' Yy~ 7"2-) (Ti 1t(ai,bi)ri) (r Lyumy. ) (r Lyomo )

—u

= 27y (e, 0) 2 ™y

um?+(ajm+q}) yv

—um?—(alm+q’)

x y tx

um? +am+q.,v)

t(
(ah )

t(a1, B1) € Too*am nach Induktionsvoraussetzung = t(«, ) € Tp 0% m
Der Beweis fiir linksbewegende Konfigurationsiibergénge verldauft analog. ]

Die soeben gezeigte Gleichung T4, ;*m = Too*a impliziert, dass es nicht moglich
ist, zu berechnen, ob ein Element g € Gxp in Tj g% liegt, da dies Aufschluss iiber das
Halteproblem der Turingmaschine erlauben wiirde. Wir kénnen uns diese Eigenschaft zu
Nutze machen, um eine Gruppe mit unlésbarem Wortproblem zu definieren.

Satz 3.4.5. Es gibt eine endlich praisentierte Gruppe, deren Wortproblem nicht entscheid-
bar ist.

Beweis. Betrachte G . Bilde nun noch eine HNN-Erweiterung mit dem stabilen Zeichen
k:
(Grm) = (G, k | k7 Rk = b h € Ty, g%an)

Da Too*a = T, %1 endlich erzeugbar ist, ist (G )" endlich prisentierbar. Nach Brit-
tons Lemma ist k~'gk = g <= g € Ty o*um. Insbesondere gilt k™'t (a, B)k = t(a, ) <
t(Oé,B) S TO,O*M = THM,O*M — t(Oé, B) c THM,O <~ (@, ﬁ) S HM,O-

Das Problem k= 't(a, B)k = t(a, B) < k~'t(a, B)k(t(ar, B))~! = e liisst sich also auf das
(unentscheidbare) Halteproblem von Modularen Maschinen zuriickfithren und ist damit
ebenfalls nicht entscheidbar. [
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Kapitel 4

Ausblick

Wiéhrend unserer Behandlung von HNN-Erweiterungen und Modularen Maschinen sind
einige Fragen offen geblieben, auf die nicht eingegangen werden konnte.

So kénnte man die mehrfache HNN-Erweiterung einer Modulare Maschine betrachten und
sich die Frage stellen, wie derartige mehrfache HNN-Erweiterungen auf Badumen operieren.
Die Anwort darauf ist ganz einfach: Operiert eine mehrfache HNN-Erweiterung ohne In-
version auf einem Baum, so ist dessen Quotient ein Knoten, mit einer Schleife fiir jedes
stabile Zeichen der HNN-Erweiterung. Er sieht aus wie die Doppelschleife aus Abbildung
[1.5] Die konstruierte Gruppe G ist durch Erweiterung von endlich vielen stabilen Zeichen
l;,r; entstanden und so erwarten wir einen Quotienten bestehend aus endlich vielen Loops.
Die Frage wie allgemeinere Gruppen auf Baumen operieren und welche Quotientengraphen
dabei herauskommen, wird in spéteren Kapiteln von [Ser02] behandelt.

Interessant wére auch die Frage, wie sich die Unlésbarkeit des Wortproblems auf Graphen
iibertragt, auf denen die Gruppe wirkt. Gibt es andere Moglichkeiten Gruppenwirkungen
mit unlésbaren Wortpoblemen zu charakterisieren? Mit dieser Arbeit wurden Werkzeuge
erarbeitet, die bei der Untersuchung dieser Frage sicherlich von Nutzen sind.

Zuletzt eroffnet die konstruierte Gruppe mit unlésbarem Wortproblem die Moglichkeit,
neue Gruppen mit anderen unlésbaren Problemen zu konstruieren. Damit kann man bei-
spielsweise zeigen, dass das Isomorphieproblem, also die Frage, dass zwei Prasentationen
eine isomorphe Gruppe erzeugen, unlésbar ist. Man kann ebenfalls zeigen, dass das Konju-
gationsproblem, also die Frage, ob zwei Untergruppen zueinander konjugiert sind, unlésbar
ist.
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