


Aufgabe 5. Zentraler Grenzwertsatz (6 Pkt]
Bs sei (£, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Es sei X : () = R eine reellwertige Zufallsvariable
mit X ~ N (j,0?), wobei u € R und o® > 0.

a) [1 Pkt] Beweisen oder widerlegen Sie: "Die Zufallsvariable [X | ist normalverteilt." Begriin-
den Sie jeden Threr Argumentationsschritte.

b) [2 Pkt] Formulieren Sie den gentralen Grenzwertsatz aus der Vorlesung,

c) [3 Pkt] Es sei nun (Yi)ien eine unabhingige Familie identisch verteilter Zufallsvariablen,
wobei die Verteilung von Y die gleiche sei wie die von |X|. Zeigen Sie, dass s reelle Zahlen
¢, und ¢, gibt, sodass die Familie von Zufallsvariablen (Zn)nen, definiert durch

n
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in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable Z ~ N'(0, c;) konvergiert. Begriin-
den Sie jeden Schritt.
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Aufgabe 3. Lemma von Borel-Cantelli [14 Pkt)

Es seien (X, )nen, X reellwertige Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeit-
sraum (2, A, IP).

a) [2 Pkt] Formulieren Sie das Lemma von Borel-Cantelli aus der Vorlesung. Fiihren Sie dabei
alle verwendeten mathematischen Objekte sauber ein,

b) [1 Pkt] Geben Sie die Definition dafiir an, dass X,, fiir n ~ oo fast sicher gegen X kon-
vergiert. A

i
¢) [8 Pkt] Sei € > 0 gegeben. Zeigen Sie, dass (VN € N3n > N : |X,| > €} ein messbares
Ereignis ist und begriinden Sie dabei jeden Schritt.

d) [6 Pkt] Beweisen Sie die folgende Behauptung: Falls fiir alle € > 0 die Bedingung

Z]P(|X,,| > €) < 00
n>1

erfiillt ist, dann folgt, dass X, fiir n — co fast sicher gegen 0 konvergiert. Geben Sie dabei
alle Thre Beweisschritte an.

Hinweis: Fiir eine reelle Zahlenfolge (tn)nen gilt @ “— 0, genau dann wenn fiir alle
m € N ein N € N existiert, sodass fiir alle n > N gilt |a,| < L.

e) [2 Pkt] Betrachten Sie nun fiir n € N die Zufallsvariable X, : @ — {-n,0,n} mit der
Verteilung

1 1
PG = —10)— 53 =P(Xs =) und PXz=10) =1—?.
Beweisen Sie, dass X, fiir n — oo fast sicher gegen 0 konvergiert, und geben Sie alle Ihre
Beweissschritte an.
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be 2. Verteilungsfunktionen [17 Pkt)

| Pkt] Sei F': R — [0,1]. In der Vorlesung gab es ein Theorem, welches besagt, dass ein
Wahrscheinlichkeitsma® ' mit Verteilungsfunktion F' genau dann existiert, wenn F' gewisse
Bigenschaften hat. Nennen Sie diese Eigenschaften.

1 A 1
F:‘b :R=[0,1, z+ F:b(x) =q (e_"5 B 1 (:c -b+ x)) * A p,o0f(2),

wobei b, A > 0 fixiert sind und a € R.

b) [6 Pkt] Finden Sie alle a € R, sodass F, die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeits-
maRes ist. Beweisen Sie Thre Behauptung und begriinden Sie dabei jeden Schritt.

¢) [7 Pkt] Es sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufallsvariable
mit Verteilungsfunktion F.\,. Berechnen Sie E[X] und begriinden Sie dabei jeden Rechen-
schritt.

Bemerkung: Fiir c) ist der Wert von a, der in Teilaufgabe b) zu berechnen ist, wichtig.
Falls Sie die vorige Teilaufgabe nicht 16sen konnen, rechnen Sie mit allgemeinem a € R.
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Aufgabe 1. Bedingte Wahrscheinlichkeiten [11 Pkt]

Betrachten Sie folgendes Zufallsexperiment: Es wird ein handelsiiblicher, 6-seitiger, fairer Wiir-
fel geworfen und anschliefend wird so oft, wie es die Augenzahl des Wiirfelergebnisses anzeigt,
e faire Miinze geworfen. Der Wiirfelwurf und die Miinzwiirfe werden dabei unabhiingig

‘voneinander durchgefiihrt.
eriment mit einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum.

a) [3 Pkt] Modellieren Sie dieses Exp
Bei Verwendung von Zufallsvariablen bzw. Wahrscheinlichkeitsmagen, diskutieren Sie auch

deren Wohldefiniertheit und Existenz.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die folgenden Ereignisse:

i) [3 Pkt] Beim Werfen der Minze fallt 5-mal ’Zahl’ unter der Bedingung, dass eine 6

gewtirfelt wurde,
ii) [3 Pkt] Beim Werfen der Miinze fallt 5-mal 'Zahl',
iii) [2 Pkt] Es wurde eine 6 gewiirfelt unter der Bedingung, dass beim Werfen der Miinze

5-mal Zahl fallt.
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